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Čtyři bratři 11

Cyrilovy Star Wars 14

Kategorie SŠ 3
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Úvodńı slovo

Dvacet let. Nejsem matematik, takže se nebudu vrhat do hrátek s č́ısly, ani
spekulovat nad kouzly dvaćıtky. Jsem humanista, to znamená, že za č́ısly
vid́ım lidi, jejich osudy, práci, výdrž, motivaci, vývoj. Vid́ım, že při prvńım
ročńıku nebyli dnešńı soutěž́ıćı na světě, a když popust́ım uzdu fantazii,
vid́ım, že jejich rodiče zřejmě ještě ani neplánovali, že je na svět přivedou.
Dvacet let představuje hodnoceno ještě nedávným měř́ıtkem celou generaci.
Nab́ıźı se napsat, že udržet soutěž při životě takhle dlouho vyžaduje od-
danost a lásku k práci. Jako manažer za t́ım ale vid́ım ještě v́ıc. Udržet
úspěch dvacet let znamená umět se přizp̊usobit, vyv́ıjet, posouvat, naslou-
chat a učit se. Jsem št’astný, že kromě matematiky umı́me naučit naše žáky
i těmto dovednostem, protože bez nich se v budoućım světě neobejdou.

Mgr. Jan Netolička
ředitel Wichterlova gymnázia
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Maturity z matematiky

Anotace přednášky

V úvodu přednášky bude připomenuta historie vzniku maturitńı zkoušky
v Evropě, zejména v Rakousko-Uhersku, s uvedeńım př́ıklad̊u, které byly
obsahem maturitńı zkoušky.

Hlavńı část přednášky bude věnována současným maturitńım zkouškám
z matematiky v zahranič́ı včetně ukázek úloh z č́ınské národńı přij́ımaćı
zkoušky na vysoké školy, která je známa pod názvem Gaokao.

RNDr. Dag Hrubý
autor učebnic matematiky

bývalý ředitel Gymnázia Jev́ıčko
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Kategorie ZŠ 9

Sportovci

Zadáńı

Setkaj́ı se mlad́ı sportovci Simona, Petr, Radek a Tereza. Pov́ıdaj́ı si o tom,
co je u nich nového.

a) Cyklista Petr vypráv́ı o posledńım závodě:
”
Šlo mi to skvěle. Dlouho

jsem se držel pelotonu, který jel pr̊uměrnou rychlost́ı 24 km/h. Ale kv̊uli
defektu jsem musel zastavit a zdržel jsem se 2 minuty. Pak jsem ale
zabral a dohonil jsem peloton za 6 minut.“

Jakou pr̊uměrnou rychlost́ı jel Petr při doháněńı pelotonu?

b) Plavkyně Tereza si povzdechla:
”
Náš tréninkový bazén se opravuje, měńı

se dlažba, budeme mı́t nové dno. Staré obdélńıkové dno je složeno z 1 040
dlaždic, každá o obsahu 18,8 dm2. Nyńı se kladou nové čtvercové dlaždice
o straně 4 dm.“

Spoč́ıtejte, kolik jich bude potřeba.

c) Turistka Simona pov́ıdá o svém odd́ıle Mlad́ı orli:
”
Náš odd́ıl má 18 člen̊u.

Když odejdou 3 d́ıvky a 1 chlapec, je počet d́ıvek a chlapc̊u stejný.“

Kolik je děvčat a kolik chlapc̊u?

”
Taky vám řeknu, že součet věk̊u všech člen̊u odd́ılu je 209 let, přitom
je 6 jedenáctiletých a 4 jsou dvanáctilet́ı. Zbývaj́ıćım je 10 nebo 13 let.“

Kolik je 10letých a kolik 13letých člen̊u?

d) Zač́ınaj́ıćı atlet Radek má ze všech discipĺın nejraději vrh kouĺı. Rád
kamarád̊um vysvětluje:

”
Většinou trénujeme s kouĺı z oceli (má hustotu

7,8 g/cm3). Koule pro kluky je větš́ı než koule pro holky, hmotnosti jsou
v poměru 3 : 2. Koule pro kluky má objem přibližně 385 cm3.“

Určete, jaká je hmotnost a objem koule pro děvčata.

Řešeńı

a)

Dráha, kterou Petr ujel za 6 minut, je stejná jako dráha pelotonu za 8 minut.
Tedy plat́ı 24 · 8

60 = v · 6
60 , po úpravě 192 = 6v, odtud dostaneme v = 32.

Petr tedy musel jet rychlost́ı 32 km/h.
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Kategorie ZŠ 9

b)

Vypoč́ıtáme obsah starého dna S = 1 040 · 18,8 = 19 552 dm2. Výsledek
vyděĺıme obsahem jedné nové dlaždice, dostaneme 19 552 : 16 = 1 222.

Na nové dno bazénu je potřeba 1 222 dlaždic.

c)

Od celkového počtu 18 člen̊u odečteme 3 + 1 dět́ı, výsledný počet 14 pak
tvoř́ı stejný počet d́ıvek a chlapc̊u, tedy 7 + 7. Původńı počet je tedy 10
d́ıvek a 8 chlapc̊u.

Sečteme-li známý věk člen̊u, tedy 6 · 11 + 4 · 12, dostaneme součet 114.
Do celkového součtu 209 let chyb́ı 209− 114 = 95 a zbývá 8 dět́ı.

Označ́ıme-li x počet desetiletých dět́ı, můžeme sestavit rovnici

10 · x+ 13 · (8− x) = 95.

Po úpravě 104− 3x = 95, odtud pak x = 3.

V odd́ıle jsou 3 desetileté a 5 třináctiletých dět́ı.

d)

Nejprve urč́ıme hmotnost koule pro chlapce užit́ım vzorce m = ρ · V .
Dostanemem = 7,8·385, hmotnost koule je tedy přibližně 3 003 g. Hmotnost
koule pro děvčata je pak 2 002 g.

Jej́ı objem vypoč́ıtáme ze vztahu V = m : ρ, tedy V = 2 002 : 7,8.

Po zaokrouhleńı źıskáme přibližný objem koule pro děvčata V = 257 cm3.
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Kategorie ZŠ 9

Čtyři bratři

Zadáńı

Ke strejdovi a tetě přijeli na prázdniny čtyři bratři Martin, Jakub, David
a Vašek.

a) Teta jim na uv́ıtanou upekla koláče a chlapci se o ně mezi sebou po-
stupně rozdělili. Martin si vzal o jeden koláč méně, než byla třetina
všech koláč̊u na mı́se, Jakub si odnesl o jeden méně, než byla třetina
zbývaj́ıćıch koláč̊u. Po Jakubovi si vzal také David o jeden méně, než
byla třetina zbývaj́ıćıch koláč̊u. Tetě na mı́se zbylo pro Vaška jedenáct
koláč̊u. Kolik koláč̊u bylo p̊uvodně na mı́se a kolik snědl každý chlapec?

b) S hochy byla legrace, ale někdy jejich rošt’árny tetu a strejdu zlobily.
Na zahradě dozrálo prvńı krásné červené jablko. Teta ho položila na
mı́su v kuchyni, aby ho večer ukázala strejdovi. Když se chtěla jablkem
pochlubit, jablko na mı́se nebylo. Strejda všechny bratry svolal a začal
pátrat po zmizelém jablku. Chlapci odpov́ıdali takto:

Martin:
”
Jablko snědl David, nebo Vašek.“

Jakub:
”
Jablko schroustal Vašek.“

David:
”
Já jsem to jablko nesnědl.“

Vašek:
”
Já ho také nesnědl.“

Strejda své synovce dobře zná a v́ı, že tři z nich vždy mluv́ı pravdu. Kdo
ze synovc̊u snědl jablko?

c) Jednoho dne se rozhodli, že pojedou na výlet. Tři osminy cesty jeli au-
tobusem, j́ızda vlakem jim zabrala 55 % cesty a zbytek výletu šli pěšky
rychlost́ı 4,2 km/h. Cesta pěšky jim trvala hodinu a 30 minut. Jak dlou-
hou cestu museli chlapci zvládnout?

d) Na dvoře u domu ležely tři hromady cihel. Posledńı den návštěvy měli
hoši přeskládat cihly tak, aby na každé hromadě byl stejný počet cihel.
Z prvé hromady bratři přenesli na druhou hromadu tolik cihel, kolik jich
už bylo na druhé. Potom z druhé na třet́ı tolik, kolik jich bylo na třet́ı,
a nakonec dali z třet́ı hromady na prvou tolik, kolik jich tam od prvńıho
přeneseńı z̊ustalo. Kolik cihel bylo na hromadách p̊uvodně, když chlapci
spoč́ıtali, že po práci bylo na každé hromadě 640 cihel?
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Kategorie ZŠ 9

Řešeńı

a)

Řešeńı 1

Na mı́se zbylo 11 koláč̊u. To jsou dvě třetiny těch, které zbyly před př́ıcho-
dem Davida, a jeden daľśı koláč, protože si vzal o jeden méně než byla jedna
třetina. Pak dvě třetiny představuje 10 koláč̊u, tedy před př́ıchodem Davida
jich bylo na mı́se 15.

Podobně 15 koláč̊u jsou dvě třetiny těch, které zbyly před př́ıchodem Ja-
kuba, a jeden daľśı koláč. Dvě třetiny je 14 koláč̊u, před př́ıchodem Jakuba
jich tedy muselo být 21.

Nakonec opět odečteme jeden koláč od 21 koláč̊u a dostaneme dvě třetiny
toho, co bylo na mı́se před př́ıchodem Martina.

Tedy teta měla p̊uvodně na mı́se 30 koláč̊u.

Martin si vzal 9 koláč̊u, Jakub 6 koláč̊u a David 4 koláče.

Řešeńı 2

Původńı počet koláč̊u v mı́se označ́ıme x.

Počet koláč̊u, které si vzal Martin, je x
3 −1. V mı́se zbylo x−

(
x
3 − 1

)
koláč̊u,

což je po úpravě 2x+3
3 .

Jakub si vzal 1
3 ·

(
2x+3

3

)
− 1 koláč̊u. V mı́se zbylo 2x+3

3 −
(
1
3 ·

(
2x+3

3

)
− 1

)
.

Po zjednodušeńı je to 4x+15
9 koláč̊u.

David vzal z mı́sy 1
3 ·

(
4x+15

9

)
− 1 koláč̊u. Na mı́se proto z̊ustalo

4x+15
9 −

(
1
3 ·

(
4x+15

9

)
− 1

)
,

což je po úpravě 8x+57
27 koláč̊u.

Nyńı sestav́ıme rovnici 8x+57
27 = 11, která má jedno řešeńı x = 30.

Tedy teta měla p̊uvodně na mı́se 30 koláč̊u.

Martin si vzal 9 koláč̊u, Jakub 6 koláč̊u a David 4 koláče.

b)

Jakub a Vašek ř́ıkaj́ı dvě protich̊udná tvrzeńı, jeden z nich tedy muśı lhát.
Celkem tři hoši podle strejdy jsou pravdomluvńı, tedy Martin a David mluv́ı
pravdu.
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Kategorie ZŠ 9

Kdyby lhal Jakub, pak by podle Martina jablko snědl David, ale ten ho
podle svých slov nesnědl.

Lže tedy Vašek a ten také snědl jablko.

c)

Jedna celá cesta je sto procent. Tři osminy j́ızdy autobusem představuje
37,5 %, j́ızda vlakem 55 %. Na cestu pěšky tedy připadá 7,5 % celého výletu.

Pokud se pěšky pohybovali rychlost́ı 4,2 km/h po dobu 1,5 h, pak museli
uj́ıt 6,3 km. (Dosad́ıme do vztahu s = v · t pro výpočet dráhy s v závislosti
na rychlosti v a čase t.)

Pokud 6,3 km odpov́ıdá 7,5 procent̊um cesty, pak celková vzdálenost, sto
procent, je 84 km.

d)

Označme si p̊uvodńı množstv́ı cihel na hromadách x, y, z.

Po prvém přeneseńı bude na jednotlivých hromadách x− y, 2y, z cihel.

Po druhém přeneseńı: x− y, 2y − z, 2z.

Nakonec po třet́ım přeneseńı: 2(x− y), 2y − z, 2z − (x− y) cihel.

Vı́me, že nakonec bylo na všech hromadách 640 cihel. Sestav́ıme tedy sou-
stavu tř́ı rovnic o třech neznámých:

2(x− y) = 640

2y − z = 640

2z − (x− y) = 640

Z druhé rovnice si vyjádř́ıme neznámou z, z = 2y−640, a dosad́ıme do třet́ı
rovnice. Źıskáme tak soustavu dvou rovnic o dvou neznámých:

2x− 2y = 640

−x− 5y = 1920

Vyjádř́ıme x z druhé rovnice, x = 5y − 1920, a dosad́ıme do prvńı.

8y − 3840 = 640

Dořeš́ıme celou soustavu a dostáváme tak p̊uvodńı počet cihel na hro-
madách.

Na prvńı hromadě bylo p̊uvodně 880 cihel, na druhé 560 cihel a nakonec na
třet́ı leželo 480 cihel.

Moravskoslezský matematický šampionát 13



Kategorie ZŠ 9

Cyrilovy Star Wars

Zadáńı

Cyril má rád sci-fi, zejména seriál Star Wars. O prázdninách si proto začal
vymýšlet svou bránu pro rychlé cestováńı nejen v naš́ı Mléčné dráze, ale
i na velké vzdálenosti mezi daľśımi galaxiemi. Na svých cestách po vesmı́ru
si představoval r̊uzná dobrodružstv́ı.

a) Pro prvńı cestu po naš́ı galaxii si vytýčil trasu s několika zastávkami.
Prvńı úsek trval čtvrtinu, druhý třetinu, třet́ı šestinu vždy z celkové doby
letu a posledńı úsek trval 36 sekund. Jak dlouho by trval jeho celý let,
jestliže si dobu odpočinku na každé zastávce pro rychlonab́ıjeńı kosmické
lodi stanovil v délce 5 sekund?

b) Při svém druhém putováńı, tentokráte už mimo Mléčnou dráhu, si před-
stavil setkáńı s mimozemskými organismy. Vypozoroval, že přibližně za
jeden den se z jednoho organismu vytvoř́ı dva nové organismy. Za daľśı
den se z každého organismu vytvoř́ı zase dva nové organismy a tak dále.
Cyrila zaj́ımalo, za kolik dńı by takto vzniklo aspoň 2023 organismů.

c) Centrum Cyrilova vesmı́rného prostoru tvoř́ı čtyři hlavńı planety: Aga-
mar, Bespin, Coruscant a Naboo. Jejich uspořádáńı si představil jako
vrcholy čtyřúhelńıku, který pojmenoval podle počátečńıch ṕısmen názv̊u
planet ABCN , viz obrázek.

Určil si některé vzdálenosti takto:

|AB| = 6 AU, |BC| = 8 AU, |CN | = 11 AU, |AC| = 11 AU, |BN | = 14 AU

(AU je astronomická jednotka, přibližně 150 mil. km). Ve vnitřńı oblasti
tohoto čtyřúhelńıku by chtěl zř́ıdit výchoźı bránu W tak, aby součet
vzdálenost́ı k jednotlivým planetám byl co nejmenš́ı.

14 Moravskoslezský matematický šampionát



Kategorie ZŠ 9

Najděte takovou polohu bodu W a vypoč́ıtejte součet všech vzdálenost́ı
|WA|+ |WB|+ |WC|+ |WN | z bodu W k jednotlivým planetám.

Úlohu neńı třeba rýsovat. Polohu výchoźı brány W stač́ı popsat slovně
s využit́ım výchoźıho obrázku.

d) Pro test správnosti fungováńı palubńıho poč́ıtače své kosmické lodi si vy-
myslel úlohu, aby poč́ıtač rychle sečetl 119 po sobě jdoućıch přirozených
č́ısel. V prvńım testu začal č́ıslem 10, ve druhé začal č́ıslem 27. Při druhém
testu dostal výsledek součtu samozřejmě větš́ı. O kolik?

Řešeńı

a)

Dobu letu bez přestávek označme tradičně x. Pak rovnici vyjadřuj́ıćı dobu
letu v jednotlivých úsećıch lze zapsat takto:

x

4
+

x

3
+

x

6
+ 36 = x

a jej́ı řešeńı:
9x

12
+ 36 = x ⇒ x

4
= 36 ⇒ x = 144.

Ke stejnému výsledku můžeme doj́ıt i úvahou, že prvńı tři úseky představuj́ı
z celkové doby letu 1

4 + 1
3 + 1

6 = 9
12 = 3

4 , tj. posledńı 36-ti sekundový úsek
odpov́ıdá 1

4 ze samotné doby letu.

Doba letu bez přestávek je tedy 144 s, k této době ještě muśıme připoč́ıtat
5 s pro nab́ıjeńı v každé zastávce. Mezi čtyřmi úseky jsou tři zastávky. Doba
všech nab́ıjeńı je 15 s, celkem doba letu včetně nab́ıjeńı je 144 + 15 = 159
(v sekundách).

Cyril̊uv prvńı let trval celkem 159 s.

b)

Za jeden den vzniknou z jednoho organismu dva nové, tedy 1·2 = 2. Za daľśı
den se každý ze dvou nových organismů rozděĺı na dva nové organismy, tedy
celkem máme 2 · 2 = 4 organismy. Za třet́ı den se opět každý ze čtyř orga-
nismů rozděĺı na dva, tedy máme 4 · 2 = 8 organismů. A tak můžeme expe-
rimentovat dále, např́ıklad za týden vznikne 2 · 2 · · · · · 2︸ ︷︷ ︸

7

= 128 organismů.

Zkouš́ıme proto dále, za 10 dn̊u už máme 2 · 2 · · · · · 2︸ ︷︷ ︸
10

= 1024 organismů.

Moravskoslezský matematický šampionát 15



Kategorie ZŠ 9

Tento počet je ale menš́ı než Cyrilem požadovaný počet 2023. Za jedenáctý
den pak dostaneme 2048 organismů, což už vyhovuje zadáńı úlohy.

Vı́ce než 2023 organismů vznikne za 11 dn̊u.

c)

Umı́stěńı planet můžeme zvolit jako na obrázku, někde ve vnitřńı oblasti je
zvolen i bod W , který představuje výchoźı bránu při cestách k planetám.

Pozice výchoźı brány W pro lety k planetám A,C je výhodná, pokud W
lež́ı někde na úsečce AC (to vyplývá např. z trojúhelńıkové nerovnosti
v △ACW nebo z prosté úvahy o nejkratš́ı vzdálenosti mezi dvěma r̊uznými
body). Analogickou úvahu lze provést pro lety k planetám B a N , tedy
v trojúhelńıku NBW , kde bod W lež́ı někde na úsečce BN . V pr̊useč́ıku
úhlopř́ıček čtyřúhelńıku ABCN lež́ı hledaná pozice výchoźı brány W , viz
obrázek.

Pro výpočet tohoto nejmenš́ıho součtu vzdálenost́ı z výchoźı brány W ke
všem čtyřem planetám stač́ı jen seč́ıst délky úhlopř́ıček zmiňovaného čtyř-
úhelńıku, |WA|+ |WB|+ |WC|+ |WN | = |AC|+ |BN | = 25 AU.

16 Moravskoslezský matematický šampionát



Kategorie ZŠ 9

d)

V prvńım testu jde o součet č́ısel 10+11+· · ·+128, ve druhém testu o součet
konečné řady 27 + 28 + · · · + 145. Pro řešeńı úlohy neńı d̊uležité stanovit
oba součty a následně spoč́ıtat jejich rozd́ıl. V obou testech jde o součet
119 přirozených č́ısel, přičemž ve druhém testu je každé z č́ısel na př́ıslušné
pozici vždy o 17 větš́ı než odpov́ıdaj́ıćı č́ıslo v prvńım testu. Druhý test
bude větš́ı právě o tento rozd́ıl, tj. je větš́ı o 119 · 17 = 2023.

Druhý test byl větš́ı o 2023.
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Superhrdinská pizza

Zadáńı

Ke spojeńı sil dvou superhrdin̊u dojde za předpokladu, že bude vyřešen
superúkol.

Iron Man má jeden d́ılek dokonale kruhové pizzy o poloměru 18 cm, zbylých
pět d́ılk̊u snědli ostatńı superhrdinové. Všechny d́ılky byly stejně velké
a stejného tvaru. Iron Man pov́ıdá:

”
Kapitáne Ameriko, když vypoč́ıtáš, kde

přesně muśım svým paprskem udělat řez na tomto d́ılku tak, aby vznikly
dva útvary o stejném obsahu, můžeme spojit své schopnosti! Na obrázku
vid́ı̌s, jakým zp̊usobem chci d́ılek rozř́ıznout. Ty jen zjisti, jak daleko jsou
od sebe body O a W .“

Pomozte Kapitánovi a tuto vzdálenost vypoč́ıtejte.

Řešeńı

Ze zadáńı plyne, že obsah jednoho d́ılku je roven 1
6 obsahu kruhu o poloměru

r = 18 cm. Obsahy vzniklých útvar̊u maj́ı být stejné, označme je S. Pak
dostáváme

S =
1

2
· 1
6
· πr2 =

1

2
· 1
6
· π · 182 = 27π cm2 .

Velikost úhlu XOY je 60◦. Z bodu X vedeme kolmici na úsečku OY , patu
kolmice označ́ıme P (viz obrázek). Úsečka XP je pak výška trojúhelńıku
XOW .
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V pravoúhlém trojúhelńıku OXP plat́ı sin 60◦ =
|XP |
|OX|

, tedy

|XP | = |OX| · sin 60◦ = |OX| ·
√
3

2
= 18 ·

√
3

2
= 9

√
3 cm .

Vzhledem k tomu, že známe obsah vzniklého trojúhelńıku, dostáváme

S =
|OW | · |XP |

2
=

|OW | · 9
√
3

2
= 27π cm2,

odkud vyjádř́ıme |OW |:

|OW | = 54π

9
√
3
= 2

√
3π cm.

Jiné řešeńı:

Druhý zp̊usob řešeńı využ́ıvá vztahu pro výpočet obsahu trojúhelńıku po-
moćı goniometrické funkce sinus, tedy

S =
1

2
|OW | · |OX| · sin 60◦.

Z toho plyne:

|OW | = 2S

|OX| · sin 60◦

|OW | = 2 · 27π
18 ·

√
3
2

=
6π√
3
= 2

√
3π cm

Odpověd’: Bod W , kterým Iron Man muśı svým paprskem vést řez, je od
bodu O vzdálený 2

√
3π cm.
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Orientačńı běh

Zadáńı

Do finálové deśıtky se na MS v orientačńım běhu probojovali právě 3 závod-
ńıci ze Švédska, z žádné daľśı země se neprobojoval v́ıce než jeden závodńık.
Běžci budou startovat postupně ve dvouminutových intervalech tak, aby
závodńıci z jedné země nestartovali bezprostředně po sobě. Určete, kolika
zp̊usoby lze sestavit rozvrh start̊u finálového závodu.

Řešeńı

Řešeńı 1

V závodě poběž́ı deset běžc̊u. Pro prvńı startovńı pozici máme 10 možnost́ı,
jak ji obsadit, pro druhou už jen 9, pro třet́ı 8, ..., až na posledńı pozici
už zbývá jen jedna možnost. Všech možných pořad́ı, v jakých budou běžci
startovat, je tedy

10 · 9 · 8 · · · · · 1 = 10! = 3 628 800.

Z těchto možnost́ı muśıme vyloučit ty, ve kterých by startovali po sobě
2 běžci ze Švédska, těch je 9! (na tyto 2 běžce je možné pohĺıžet jako na
jeden prvek). Těchto možnost́ı je celkem 6 (označ́ıme-li běžce ze Švédska
A,B,C – jsou to uspořádané dvojice AB,BA,AC,CA,BC,CB).

Těchto 6 · 9! možnost́ı však neńı vzájemně disjunktńıch – uspořádáńı, kdy
startuj́ı všichni 3 za sebou, např. v pořad́ı ABC, jsou obsaženy ve 2 mno-
žinách uspořádáńı (AB,BC). Proto je třeba dále odeč́ıst od těchto 6 · 9!
variant ty, které jsou poč́ıtány dvakrát – těch je 6 · 8! (na všechny 3 švédské
závodńıky je možné pohĺıžet jako na jeden prvek a tyto 3 závodńıky je
možné uspořádat 6 zp̊usoby).

Celkem tedy budeme odeč́ıtat 6 · 9!− 6 · 8! variant, to je 1 935 360 možnost́ı.

Celkový počet uspořádáńı je tedy 10!− (6 · 9!− 6 · 8!) = 1 693 440.

Organizátoři finálového závodu mohou sestavit 1 693 440 rozvrh̊u start̊u
finálového závodu.

Řešeńı 2

Uvažujme, že sedm závodńık̊u z r̊uzných zemı́ stoj́ı jeden vedle druhého,
vznikne t́ım 6 mezer, do kterých je možno umı́stit švédské běžce. Dále je
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možné běžce ze Švédska umı́stit na prvńı a posledńı mı́sto. Pro prvńıho
ze Švéd̊u existuje osm možných pozic, kde může startovat. Pro druhého je
pozic 7 a pro třet́ıho šest.

Sedm závodńık̊u z jiných zemı́ můžeme seřadit 7! r̊uznými zp̊usoby, švédské
běžce je možno uspořádat 8 · 7 · 6 zp̊usoby.

Celkově je tedy počet uspořádáńı roven 7! · 8 · 7 · 6 = 1 693 440.
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Soutěž v létáńı

Zadáńı

Na letǐsti v Př́ıbrami prob́ıhala soutěž dvoumı́stných hornoplošńık̊u. V jedné
z discipĺın přesného létáńı, která spoč́ıvala v letu nad daným úsekem př́ımé
silnice, měla posádka za úkol tento úsek vyfotografovat. Úsek byl bez převý-
šeńı, dlouhý 1,2 km, na mapě označený úsečkou KL. Piloti měli k dispozici
zastaralý fotoaparát s objektivem, kterým lze fotografovat maximálně pod
zorným úhlem 90 stupň̊u. Soutěž́ıćı při letu nad silnićı letěli stálou rychlost́ı
40 m/s a ve stálé výšce 480 m.

Vypoč́ıtejte délku úseku, na kterém lze daným fotoaparátem vyfotografovat
celou silnici, a také čas potřebný ke zhotoveńı sńımku od okamžiku přeletu
nad mı́stem K do okamžiku minut́ı mı́sta L.

Řešeńı

Úsek silnice KL můžou piloti vyfotit jen v př́ıpadě, že ho vid́ı pod sebou
pod zorným úhlem 90 stupň̊u a menš́ım (viz obrázek).

Tomu odpov́ıdaj́ı na letové dráze K ′L′ úsečky K ′M a NL′ (označené na
obrázku x).

V pravoúhlém trojúhelńıku KLM plat́ı Euklidova věta o výšce:

|MP |2 = x · (|KL| − x).

Po dosazeńı hodnot a úpravě na kvadratickou rovnici dostáváme kořeny
x = 960 m a 240 m.
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Úsek K ′M je tedy dlouhý 240 m. Daľśı úsek vhodný pro fotografováńı je
NL′, který je stejně dlouhý.

Jestliže letadlo let́ı rychlost́ı 40 m/s, celkovou vzdálenost 480 m vhodnou
pro fotografováńı prolet́ı za čas t = 480 : 40 = 12 s.

Odpověd’:

Celková délka úseku silnice k vyfotografováńı je 480 m a na zhotoveńı sńımku
silnice má posádka celkem 12 s.
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Ovocná buchta

Zadáńı

Martina s Vı́tem maj́ı ze sladkých moučńık̊u nejraději ovocnou buchtu.
Po upečeńı buchty na klasickém obdélńıkovém plechu si ji chtěj́ı spraved-
livě rozdělit, tzn. oba mı́t stejný počet nakrájených shodných d́ılk̊u. Kráj́ı
se obvyklým zp̊usobem – vytvář́ı se obdélńıková mř́ıžka. Problém spoč́ıvá
v tom, že Vı́tek chce jenom krajńı d́ılky, Mart’a naopak jen ty, které okraj
nemaj́ı.

a) Na kolik d́ılk̊u mohou buchtu nakrájet? Uved’te všechna řešeńı.

b) Co když se k nim přidá Vı́tkova maminka, která má také raději krajńı
d́ılky? Na kolik d́ılk̊u budou pak buchtu krájet?

Řešeńı

Označme si počet d́ılk̊u na jedné straně plechu a, počet na druhé straně b.

a)

Pak podle zadáńı plat́ı (a− 2)(b− 2) = 2a+ 2b− 4.

Po úpravě dostaneme ab−2a−2b+4 = 2a+2b−4, což lze dále zjednodušit:
ab− 4a− 4b+ 4 = −4.

Abychom mohli levou stranu rozložit na součin, přičteme k oběma stranám
rovnice č́ıslo 12 a dále upravujeme:

ab− 4a− 4b+ 16 = 8

a(b− 4)− 4(b− 4) = 8

(a− 4)(b− 4) = 8

Č́ıslo 8 lze rozložit na součin dvěma zp̊usoby: 8 = 1 ·8 = 2 ·4, tedy a−4 = 1
a b−4 = 8, nebo a−4 = 2 a b−4 = 4. Pak a = 5, b = 12, nebo a = 6, b = 8.

Vı́t s Martinou mohou nakrájet buchtu bud’ na 60 (12 × 5) d́ılk̊u, nebo na
48 (8× 6) d́ılk̊u.

b)

Přidá-li se k nim Vı́tkova maminka, pak vypadá rovnice takto:

2(a− 2)(b− 2) = 2a+ 2b− 4
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Rovnici upravujeme podobně jako v předchoźım př́ıpadě:

2ab− 4a− 4b+ 8 = 2a+ 2b− 4

2ab− 6a− 6b+ 12 = 0

ab− 3a− 3b+ 6 = 0

ab− 3a− 3b+ 9 = 3

a(b− 3)− 3(b− 3) = 3

(a− 3)(b− 3) = 3

Č́ıslo 3 rozlož́ıme na součin jedńım zp̊usobem, tzn. a− 3 = 1, b− 3 = 3.

Je tedy jen jedno řešeńı: a = 4, b = 6.

Buchtu mohou nakrájet na 24 (6× 4) d́ılk̊u.
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Johnny’s Hobby Project

Problem

Johnny is making a hobby project. He wants to laser cut a wooden ball and
create a rotational gadget.

The laser beam leaves the laser head at point C,
enters the ball at point E and leaves the ball at
point B. The distance between the laser head and
the point where the laser beam hits the ball is
10 cm. The distance that the laser beam needs to
cut through the wood is 8 cm.

The centre of the ball is at point A. The angle BAC
is a right angle.

Calculate cosφ.

Solution

Let’s represent the wooden ball with a circle k, the radius of k is r, the
intersections of the line CA with k are points D,F and the length of line
segment |CD| = a.

Solution 1

By the Pythagorean Theorem for triangle ABC, it
holds that r2+(a+r)2 = (10+8)2, after expanding
2r2 + a (a+ 2r) = 324.

By the Power of a Point Theorem with respect to
point C and k, we get |CD| · |CF | = |CE| · |CB|,
which means a(a+ 2r) = 180.

By combining two previous equations, we obtain
2r2 + 180 = 324, thus r = 6

√
2 cm.

By using the Pythagorean Theorem for ABC,

a+ r = |AC| =
√
182 −

(
6
√
2
)2

= 6
√
7 cm.
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Using Cosine Formula for right triangles, we get the solution

cosφ =
|AC|
|BC|

=
6
√
7

18
=

√
7

3
.

Solution 2

By the Law of Cosines for the triangle AEC, it holds that

r2 = (a+ r)2 + 102 − 2(a+ r) · 10 · cosφ.

By the Pythagorean Theorem for ABC: (a + r)2 = 182 − r2, expanded:

a+ r =
√
182 − r2.

And we know that cosφ =
a+ r

18
=

√
182 − r2

18
.

By substituting cosφ in the first equation, we obtain

r2 = 182 − r2 + 100− 2
√
182 − r2 · 10 ·

√
182 − r2

18
.

Let’s simplify this equation in the following steps:

r2 = 324− r2 + 100− 10
9 ·

(
324− r2

)
r2 = 64 + 1

9r
2

r2 = 72

By using the formula for cosine for right triangles, we get the solution

cosφ =

√
182 − 72

18
=

√
7

3
.
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